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당구의 역학 실험
운동량 보존 법칙과 탄성 충돌
Abstract
 본 실험은 물체 간의 충돌을 이용하여 운동량 보존 법칙을 검증하고 특정한 물체의 탄성 계수를 측정하였다. 공기 테이블 위에서 두 원판이 충돌하는 상황을 이론적 수식을 이용하여 예상하였고, 이를 직접 실행함으로써 정량적으로 확인하였다. 또한 원판과 철선을 충돌시켜 그 운동 에너지를 분석함으로써 철선의 탄성 계수를 측정하였다. 이론과 다르게 실험에서는 운동량이 작아지거나 탄성 계수가 1보다 커지는 등의 오차가 발생하였다. 이러한 오차의 원인으로 원판의 회전 운동, 공기와 원판 간 마찰력, 실험 진행자 및 실험 장치의 정밀도 한계 등을 제시하였다.


1. 서론
1-1. 실험 목적
 당구에서 흰 공을 쳐서 정지해 있는 빨간 공과 비스듬하게 충돌시키면, 두 공이 양 옆으로 퍼져 나가는 것을 관찰할 수 있다. 이렇듯, 흰 공에는 전진 방향의 힘만 작용하였는데, 충돌 이후에 두 공이 옆으로 퍼지는 현상은 운동량 보존 법칙으로 설명할 수 있다. 본 실험은 평면 위의 두 물체가 충돌할 때 일어나는 물리 현상을 분석한다. 두 원판을 테이블 위에서 충돌시켜 운동량 보존 법칙을 검증하고, 이를 적용하여 미지 원판의 질량을 정량적으로 알아낸다.

1-2. 이론적 배경
1-2-1. 운동량 보존 법칙
[bookmark: _Hlk39653270] 질량이 인 물체가 의 속도로 운동한다면, 이 물체의 운동량을 로 정의한다. 물체 가 물체 에 가한 힘을 라고 하면, 뉴턴 운동 법칙의 제2법칙과 제3법칙에 의하여

가 성립한다. 따라서 외력이 작용하지 않으면, 를 얻고, 가 항상 일정함을 알 수 있다. 이렇듯 여러 개의 물체가 충돌할 때 운동량의 총합은 보존되며, 이를 운동량 보존 법칙이라고 한다.[1]

1-2-2. 탄성 충돌
 여러 물체가 충돌할 때, 충돌 전후의 계의 운동 에너지의 총합이 보존되면, 이를 탄성 충돌이라고 한다. 탄성 충돌이 아닌, 운동 에너지가 감소하는 경우는 비탄성 충돌이라고 한다.

1-2-3. 충돌의 반발 계수
 충돌하는 두 물체의 충돌 전후 속도의 비율을 반발 계수라고 한다. 두 개의 물체 , 가 충돌 전 속도 , , 충돌 후 속도 , 를 가진다면, 반발 계수는

로 정의한다. 일반적인 충돌에서 이며, 인 충돌은 완전 탄성 충돌, 인 충돌은 완전 비탄성 충돌이라고 한다. 충돌 과정에서 역학적 에너지가 생성된다면 가 가능하나, 이는 아주 특별한 경우이기에 본 실험에서는 고려하지 않았다.[2]

1-2-4. 실험 장치에서 두 원판의 충돌
 본 실험은 수평한 공기 테이블 위에서 두 원판을 충돌시킴으로써 그의 운동을 관찰한다. 이때 하나의 원판은 정지해 있고, 등속도 운동을 하는 다른 원판과 부딪히면서 충돌을 발생시킨다. 중력은 공기 테이블에 의해 상쇄되므로, 운동을 이차원적으로 분석해도 충분하다.
 그림 1의 충돌 상황을 가정하자. 운동량 보존 법칙이 성립한다면, 다. 여기서 질량비 를 얻는다.
추가적으로 완전 탄성 충돌이라면, 가 성립한다. 위의 식과 연립하면

임을 얻는다.[부록 1] 여기서 라면 가 성립함이 알려져 있다.

[image: ]
그림 1: 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 2: 원판과 벽의 충돌 모식도

1-2-5. 실험 장치에서 원판과 벽의 충돌
 그림 2와 같이, 원판이 벽과 충돌하여 튕겨져 나오는 상황을 가정하자. 벽이 탄성 계수 를 가진다면, 다. 또한 속도의 축 성분은 유지되므로 에서,  또한 얻을 수 있다.

2. 본론
1- 
2- 
2-1. 실험 방법
2-1-1. 물리량 측정
 1m 자와 버니어 캘리퍼스, 의 전자 저울을 이용하여, 10g 및 15g 추와 원판의 질량 및 크기, 공기 테이블의 크기를 측정한다.

[bookmark: _Hlk39699678]2-1-2. 실험 ① 운동량 보존 법칙 검증
 두 개의 원판을 공기 테이블 위에서 충돌시켜, 운동량 보존 법칙이 성립하는지 확인한다. 수평하게 설치된 카메라로 충돌 과정을 녹화하고, 이를 I-CA 프로그램으로 분석하여, 그림 1의 의 값을 구한다. 의 성립 여부로 운동량 보존 법칙을 검증한다.

2-1-3. 실험 ② 충돌을 이용한 미지 원판 질량 측정
 빨간 원판과 초록 원판 각각에 10g 추나 15g 추를 무작위로 넣은 후, 실험 ①의 과정을 진행하여, 각 원판에 어떤 추가 들어있는지를 정량적으로 알아낸다. 추를 무작위하게 넣는 작업을 세 번 진행하고, 각 작업에 대하여 실험 ①의 과정을 세 번씩 반복한다.

2-1-4. 실험 ③ 실험 장치의 철선의 탄성 계수 측정
 공기 테이블의 테두리의 철선에 원판을 충돌시켜, 이의 탄성 계수를 측정한다. 원판을 밀어 철선과 충돌시키는 작업을 세 번 반복하고, 각각에 대하여 그림 2의 와 의 값을 측정한다. 측정한 값을 바탕으로, 이론적 배경 1-2-5절의 식을 이용하여 탄성 계수를 계산한다.

2-2. 실험 결과 및 데이터
 본 실험은 모두 조교님이 진행하였고, 본 보고서에 쓰인 데이터 또한 모두 조교님이 측정한 것임을 밝힌다.

2-2-1. 실험 장치 및 원판, 추의 물리량
 공기 테이블은 가로 , 세로 의 크기를 가졌다. 두 원판 모두 반지름 , 질량 을 가졌다. 10g 추와 15g 추의 질량은 각각 , 다.

2-2-2. 실험 ①의 결과
 질량이 으로 동일한 두 원판으로 실험을 진행하였다. 초록 원판을 손으로 밀어, 정지 상태의 빨간 원판을 가격하는 과정을 총 3회 진행하였다. 표 1은 3회의 과정에서 두 원판의 충돌 전과 후의 운동량을 보여준다. 세 번 모두 충돌 전후의 운동량의 차이는 5% 이내의 오차율을 가졌고, 1차를 제외하면 충돌 전의 운동량이 충돌 후의 운동량보다 더 큰 값을 가졌다. 이러한 결과가 나온 이유에 대해서는 2-3절에서 다룬다.
 추가적으로, 원판의 충돌이 완전 탄성 충돌인지를 확인하기 위하여, 충돌 전후의 운동 에너지와 충돌 후 두 원판이 퍼지는 각도를 측정하였다. 그 측정값은 표 2와 같다. 세 번 모두 운동 에너지는 감소하였고, 감소율은 적게는 6%에서 많게는 27%까지 큰 폭을 보였다. 충돌 이후 두 원판은  이상 벌어지지 않았다. 이러한 결과로 미루어볼 때, 충돌 과정에서 운동 에너지는 보존되지 않았다고 할 수 있다.

표 1: 두 원판의 충돌 전후 운동량, 증감 및 오차율
	
	충돌
	운동량 합
	오차

	1차
	전
	

	5.117%

	
	후
	

	

	
	증감
	
	

	2차
	전
	

	3.461%

	
	후
	

	

	
	증감
	
	

	3차
	전
	

	1.201%

	
	후
	

	

	
	증감
	
	



표 2: 두 원판의 충돌 전후 운동 에너지, 증감률 및 사잇각
	
	충돌
	운동 에너지
	증감률
	각도

	1차
	전
	
	-6.742%
	

	
	후
	
	
	

	2차
	전
	
	-15.78%
	[bookmark: _Hlk39798126]

	
	후
	
	
	

	3차
	전
	
	-27.16%
	

	
	후
	
	
	



2-2-3. 실험 ②의 결과
 그림 1의 충돌 상황에서 두 원판의 질량비 를 계산하기 위하여, 총 세 가지 방법으로 시도하였다.
 먼저, 운동량 보존 법칙 을 이용하여 로 계산하였다. (방법 1)
 운동량 보존 법칙을 벡터 식 로 생각하여 가 최소가 되는 을 계산하였다. (방법 2) [부록 2]
 마지막으로, 여기에 완전 탄성 충돌이라는 가정을 하여 로 계산하였다. (방법 3)
 실험 ①의 측정값을 바탕으로, 세 가지 방법을 적용하였고, 그 결과는 표 3과 같다. 세 방법 모두, 모든 경우에 대하여 의 결과를 얻었다. 그러나 방법 2에서 기 때문에, 이 방법의 의 값을 중심으로 질량을 알아내고자 한다.
 표 4는 각 경우에 대하여 세 가지 방법으로 계산한  값을 보여준다. 표 3과 비교해볼 때, 첫 번째 경우에는 빨간 원판에 15g 추를, 두 번째 경우에는 초록 원판에 10g 추를, 마지막 경우에는 빨간 원판과 초록 원판에 각각 15g과 10g의 추를 넣었음을 알아낼 수 있었다.[부록 4]

표 3: 실험 ①에서 세 가지 방법을 적용한 의 값
	
	방법 1
	방법 2
	방법 3

	1차
	1.099301
	1.053003
	1.209221

	2차
	1.164067
	1.001927
	1.194155

	3차
	1.205360
	1.001173
	1.467072



표 4: 세 가지 방법으로 계산한 미지 원판 질량의 비 
	Case
	
	방법 1
	방법 2
	방법 3

	1
	1차
	0.770
	0.761
	1.220

	
	2차
	0.690
	0.688
	1.178

	
	3차
	0.861
	0.781
	1.347

	2
	1차
	1.526
	1.177
	2.711

	
	2차
	1.779
	1.488
	2.596

	
	3차
	1.390
	1.359
	2.011

	3
	1차
	0.927
	0.996
	1.695

	
	2차
	1.009
	0.817
	2.447

	
	3차
	0.870
	0.915
	0.691



2-2-4. 실험 ③의 결과
 1-2-5절의 두 식 , 을 이용하여 철선의 탄성 계수 를 계산하였고, 그 결과는 표 5와 같다. 로 추정되나, 와 같이 불가능한 결과값 또한 얻을 수 있었다. 이러한 결과의 원인에 대하여 2-3절에서 다룰 것이다.

표 5: 두 가지 식으로 계산한 철선의 탄성 계수
	
	속도 식
	각도 식

	1차
	0.9461
	2.3439

	2차
	1.0405
	0.8818

	3차
	0.9168
	1.3718



2-3. 오차 분석
 본 절에서는 실험 결과의 오차에 대하여 다룬다. 오차의 발생 원인, 이론과 실험값의 차이의 발생 원인을 분석하고, 개선 방안을 제시한다.

2-3-1. 원판의 회전 운동에 의한 오차
 표 1의 1차에서 운동량이 증가한 현상과, 표 2에서 운동 에너지가 다양한 폭으로 감소한 현상, 표 5의  현상은 모두 회전 운동으로 설명할 수 있다.
 원판은 다른 물체와 충돌한다면 마찰 때문에 필연적으로 회전 운동을 하게 된다. 실험 ①에서 원판끼리 충돌하여 회전 운동이 발생하였으나, 분석 과정에서 오직 병진 운동 에너지만 고려하였기에, 표 2에서 운동 에너지가 감소하는 것처럼 관찰되었다. 감소 폭이 다양한 이유는, 실험 과정에서 두 원판의 충돌 두께가 일정하지 않았는데, 충돌 두께에 따라 회전 정도가 달라져, 회전 운동 에너지의 크기가 큰 폭을 가졌기 때문이다.
 나머지 현상은 사람에 의하여 발생한 회전 운동 때문으로 생각된다. 원판을 밀 때, 의도하지 않은 회전이 발생하였고, 이는 원판이 측정값보다 더 큰 초기 운동 에너지를 가지도록 만들었다. 표 2의 1차의 사잇각이 로 상당히 작았던 점, 실험 ②의 2차에서 벽에 대한 원판의 입사와 반사가 같은 방향에서 이루어진 점은 실제 실험 과정에서 회전이 발생하였음을 보여준다.
 원판을 밀 때 간이 발사 장치를 사용하거나, 마찰이 적은 원판과 벽 사용, 원판을 벽에 수직하게 미는 것은 이러한 오차를 줄여줄 것이다.

2-3-2. 공기와 마찰에 의한 오차
 표 1의 2·3차에서 운동량이 조금 감소한 현상을 포함하여, 실험 측정값 전반에 걸쳐, 공기 테이블의 공기와 원판 간의 상호작용은 오차를 발생시켰을 것이다.
 충돌 없이 직진 운동하는 원판의 속도를 측정하였고, 시간이 지남에 따라 다소 감소하는 현상을 관찰할 수 있었다. - 그래프의 일차 추세선에서 항력 계수 를 얻을 수 있었다. 항력을 적용하여 표 1의 2·3차 측정값을 보정한 결과, 운동량 보존 법칙에 더욱 적합한 데이터를 얻을 수 있었다.[부록 5]
 원판에 작용하는 중력을 상쇄하기 위하여 공기는 필수적이고, 그렇기에 공기와 원판 간의 마찰을 없애는 것은 불가능하다. 매끈한 표면의 원판을 사용하여 공기와 마찰력을 작게 하거나, 마찰력을 측정하는 추가 실험을 진행하여 측정값을 보정하는 방법으로 오차를 개선할 수 있다.

2-3-3. 관측자 및 실험 장치에 의한 오차
 공기 테이블이 정확하게 수평으로 맞춰지지 않은 경우나, 공기 테이블의 통기공이 충분하게 빽빽하지 않아 테두리에서 공기의 힘이 약해지는 경우, 통기공마다 나오는 공기의 힘이 다른 경우에는 측정값 전반에 걸쳐 크고 작은 오차를 발생시킨다. 그러나 이는 정량적으로 해석하기 어려우며, 더욱 정밀한 실험 장치를 사용하는 것이 유일한 해결 방안으로 생각된다.
 
3. 결론
 본 실험에서는 공기 테이블 위에서 두 원판을 충돌시킴으로써 운동량 보존 법칙을 검증하였다. 뉴턴의 운동 법칙에 의하여 충돌 여부와 관계없이 물체의 운동량의 총합은 보존됨을 확인하였다. 뿐만 아니라, 두 원판이 충돌하는 동일한 현상을, 여러 물리학 법칙을 적용하여 다양한 방법으로 해석해보았다. 두 원판의 질량비나 철선의 탄성 계수를 측정할 때, 두 가지 이상의 방법을 적용하였고, 그 중 타당한 값을 채택함으로써 측정의 정확도를 높였다.
 실험은 이상적인 이론대로 정확하게 진행되지는 않았다. 두 원판이 충돌할 때, 약간의 운동량 손실이 발생하였고, 질량이 같은 두 원판의 질량비가 1보다 크게 계산되었으며, 측정한 철선의 탄성 계수가 1 초과인 경우 또한 발생하였다. 이러한 오차의 원인은 원판에서 발생한 회전 운동, 공기와 원판 간의 마찰력, 실험 진행자나 실험 장치에 의한 오차 등이 있다. 마지막 경우를 제외하고 모두 명확한 해결 방법을 제시하였고, 제외한 오차 원인 또한 측정 장치의 정밀도를 높임으로써 해결할 수 있다. 이러한 방안을 적용하여 더욱 정확한 실험을 진행할 수 있을 것으로 기대된다.
4. 참고 문헌
[1] Halliday. et al, “일반물리학”, 개정10판, John Wiley & Sons, Inc. p.260.
[2] Michel Y. Louge, Michael E. Adams. (2002). Anomalous behavior of normal kinematic restitution in the oblique impacts of a hard sphere on an elastoplastic plate. Phys. Rev. E. 65: 021303.
5. 부록
2- 
3- 
4- 
5- 
5-1. 완전 탄성 충돌에서 질량비
 그림 1의 상황을 가정하자. 다음과 같이 운동량을 나타내자.



운동량 보존 법칙에 의하여, 다음이 성립한다.

완전 탄성 충돌이기 때문에, 운동 에너지의 총합 또한 보존된다.

고로 두 식을 엮어 다음을 얻는다.

벡터 식 의 성분과 성분을 구분하면 다음을 얻는다.


이를 과 에 대한 연립방정식으로 해석하면, 이 둘을 에 관하여 표현할 수 있다.


따라서 질량비를 , , 만으로 표현할 수 있다.



5-2. 운동량 보존 법칙 벡터 식의 분석
 두 원판의 질량비 를 알아내기 위하여, 운동량 보존 법칙을 벡터로 나타낸 식

을 생각하자. 이를 정리하면

이므로, 이상적인 의 값은 다음 식의 값을 최소화할 것이다.

편의를 위하여 다음과 같이 벡터를 표현하자.


목표는 다음 함수 가 최솟값을 가지는 을 구하는 것이다.

함수 를 풀어 쓰면 다음과 같다.

따라서,


5-3. 측정 데이터의 흔들림 보정
 측정 결과의 raw data에서, 원판이 직선 방향 운동을 함에도 불구하고 중심의 좌표가 진동하는 현상이 자주 발견되었다. 원판 중심의 운동 자취를 여러 개의 선분으로 분리하였고, 각 선분에 해당하는 운동 상의 좌표에 대해 일차 추세선을 계산함으로써, 데이터를 보정하였다.
 

[image: ]
그림 A1: 실험 ①의 1차에서 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 A2: 실험 ①의 2차에서 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 A3: 실험 ①의 3차에서 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 C1: 실험 ③의 1차에서 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 C2: 실험 ③의 2차에서 두 원판의 충돌 모식도

[image: ]
그림 C3: 실험 ③의 3차에서 두 원판의 충돌 모식도

그림 C2에서 벽에 대한 원판의 입사와 반사의 방향이 서로 반대를 이루지 않음을 관찰할 수 있다. 이는 초기 원판에 시계 방향의 회전이 가해졌기 때문이라고 생각된다.
 실험 ②에서도 동일한 데이터 보정 작업을 진행하였으나, 그 양이 너무 많기 때문에 부록에는 수록하지 않았다.

5-4. 추의 무게에 따른 질량비
 표 6은 두 원판에 어떠한 추를 넣었을 때, 두 원판이 가지는 질량비를 보여준다. 10g 추의 질량이 임에 유의한다.
표 6: 추에 따른 두 원판의 질량비
	
	없음
	10g 추
	15g 추

	없음
	1.000
	0.8198
	0.7557

	10g 추
	1.220
	1.000
	0.9218

	15g 추
	1.323
	1.085
	1.000



5-5. 마찰력 분석
 원판이 공기 테이블 위에서 직선 방향 운동을 하는 상황을 가정하자. 공기에 의하여 원판이 받는 마찰력은 다음과 같다.

여기서 는 원판의 물리적 특성에 의하여 결정되는 상수다.
 만일 원판이 초기 속력 를 갖고, 마찰력 외의 어떠한 외력도 받지 않는 상태라면, 다음 관계식을 얻는다.




 충돌과 회전 없이 직선 방향 운동을 하는 원판의 좌표를 분석하였고, - 그래프의 일차 추세선의 기울기 을 얻었다. 이므로, 를 구하였다.
 표 7은 이러한 마찰력을 고려한 측정값을 나타낸다. 표 1과 비교하였을 때, 2차와 3차의 오차율이 감소하였음을 알 수 있다.

표 7: 충돌 전후 보정된 운동량, 증감 및 오차율
	
	충돌
	운동량 합 (보정)
	오차

	1차
	전
	

	5.343%

	
	후
	

	

	
	증감
	
	

	2차
	전
	

	3.417%

	
	후
	

	

	
	증감
	
	

	3차
	전
	

	0.999%

	
	후
	

	

	
	증감
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